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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conforméement a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas o un(e) candidat(e) repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale tres
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit ['épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de ’identifier.
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Exercice 2

Introduction

Pour un géne donné, une plante posséde toujours deux alléles.
Dans les cas les plus simples, chaque alléle est noté A ou a.

- Une plante est homozygote lorsqu’elle contient les deux mémes alleles : elle est
alors de génotype AA ou aa.
- Une plante est hétérozygote lorsqu'elle contient deux all¢les différents : elle est

alors de génotype Aa ou aA.

Chaque plante regoit au hasard et de maniére indépendante un allele de chacun de ses

parents.

Cependant, certaines plantes comme le lupin, se reproduisent par autofécondation : tout se
passe pour la descendance comme si on fécondait deux plantes de méme génotype,

chaque all¢le étant sélectionné au hasard.

Par exemple, une plante homozygote de génotype AA donne par autofécondation

uniquement des descendants de génotype AA.

L'objectif de ce probleme est I'étude de la descendance par autofécondation d'une plante

hétérozygote.

Les parties I et II peuvent étre traitées de fagon indépendante.

Partie I

1. Déterminer les probabilités qu’aprés autofécondation, la descendance de premicre

génération d'une plante de génotype Aa soit :
a. une plante de génotype AA

b. une plante de génotype aa

¢. une plante hétérozygote.

2. On simule la premiére descendance par autofécondation d’une plante hétérozygote par

I’algorithme suivant (les lignes 32, 33 et 34 sont incompleétes):
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31
32
33
34
35
36
37
38

VARIABLES
n EST DU TYPE NOMBRE
freql EST DU TYPE NOMBRE
freq2 EST DU TYPE NOMBRE
freq3 EST DU_TYPE NOMBRE
iEST DU_TYPE NOMBRE
x EST DU _TYPE NOMBRE
y EST DU TYPE NOMBRE
DEBUT_ ALGORITHME
AFFICHER "Combien de simulations désirez-vous effectuer ?"
LIRE n
freql PREND LA VALEUR 0
freq2 PREND LA VALEUR 0
freq3 PREND LA VALEUR 0
POURi ALLANT DE1An
DEBUT_POUR
x PREND LA VALEUR floor(2*random())
yPREND LA VALEUR floor(2*random())
SI (x+y==0) ALORS
DEBUT SI
freql PREND LA VALEUR freql+1
FIN_SI
SI (x+y==1) ALORS
DEBUT SI
freq2 PREND LA VALEUR freq2+1
FIN_SI
SI (x+y==2) ALORS
DEBUT SI
freq3 PREND LA VALEUR freq3+1
FIN_SI
FIN POUR
freql PREND LA VALEUR ....
freq2 PREND LA VALEUR ....
freq3 PREND LA VALEUR ....
AFFICHER freql
AFFICHER freq2
AFFICHER freq3
FIN_ALGORITHME

La commande floor(x) donne la partie entiére de x. La commande random() donne un

nombre réel que ’on considérera comme aléatoire appartenant a I’intervalle [0 ; 1].



a. Que simulent les lignes 17 et 18 de I’algorithme ?

b. Les lignes 32, 33 et 34 sont incompleétes, les parties manquantes ont été remplacées par

des points de suspension.

Recopier et compléter la ligne 32, la ligne 33 et la ligne 34 de 1’algorithme pour que les
variables freql, freq2 et freq3 mesurent les fréquences respectives d’apparition au cours de

la simulation des plantes de génotype AA, hétérozygote et de génotype aa.
c. Cet algorithme permet-il de retrouver les résultats de la question 1 ? Argumenter.

. On suppose que deux personnes ont effectué une étude statistique afin d’obtenir une
fréquence du génotype Aa dont on sait que la proportion théorique est de 0,5. Le premier a
travaillé avec une population de 10000 plantes et obtenu une fréquence de 0,488. Le
second a travaillé avec une population de 2500 plantes et obtenu une fréquence de 0,481.
Déterminer, pour chacune des deux études, un intervalle de fluctuation au seuil de 95%.

Ces résultats vous incitent-ils &4 mettre en doute le sérieux de chacune de ces études ?

Partie 11

Soit une plante hétérozygote a la génération 0, qui se reproduit par autofécondation d'une
génération a l'autre. Dans toute la suite, n désigne un entier naturel.

On note :

¢ E, I’événement « La plante de la n-iéme génération est de génotype AA »,

s E, ’événement « La plante de la n-iéme génération est hétérozygote, c’est-a-dire de
génotype Aa ou aAv,

* G, l’événement « La plante de la n-iéme génération est de génotype aa »,

e X, la probabilité de I’événement E,, que I’on écrira x,, = P(E,),

 y, la probabilité de I’événement F, que I’on écrira y,, = P(F,),

e z, la probabilité de I’événement G,, que I’on écrira z,, = P(G,,).
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Partie II : Résolution d’une équation polyndmiale

Soit P la fonction polyndme définie sur C par : P(x) = (x +)® — (x — i)® ou i désigne le
nombre complexe tel que i2 = —1.

)
. , . x+1 n
1. Démontrer que ’équation P(x) = 0 et I’équation (——) = 1 ont le méme ensemble de

solutions.

) ; ) x+i\°
2. a. Montrer que les solutions de I’équation (—) = 1 sont les nombres complexes

2ikrm
.e 5 +1
Xy = Lezi,m pour k € {1,2,3,4}.

e 5 —1
k
b. Justifier que, pour k € {1, 2, 3,4} : x;, est réel et x;, = cotan (?n)

¢. Déterminer une fonction polynéme Q de degré 2 a coefficients réels telle que pour tout

nombre complexe x, P(x) = 2iQ(x?).

s 13 . _r <y T
3. a. On considere a et b deux réels distincts appartenant & I’intervalle ]0, E[ Montrer que :
cotan?(a) # cotan?(b) .
b. En déduire que x,2 et x,2 sont deux solutions distinctes de ’équation Q(x) = 0.

c. En utilisant la somme des racines du trindme Q(x), montrer que :

T 27
cotan? (E) + cotan? (?) =2.

T

. T . - /
4. Déterminer la valeur exacte de cotan (E) puis en déduire que : cos (E) = %g_ .

5. On souhaite généraliser 1’étude précédente afin de démontrer le résultat suivant :

pour tout entier naturel n non nul,

n
kn 2n(2n—1)
2 —
; cotan (Zn n 1) T 6 ).

a. Soit la fonction polyndme P définie sur C par P(x) = (x + i)?"*1 — (x — i)#**1,
On admet que I’équation P(x) =0 admet 2n solutions distinctes que 1’on notera
X1, X3, . Xon. Pour k € {1,2,...,2n}, donner sans justification 1’expression de x; qui
permet de retrouver, pour n = 2, les résultats de la question I1.2.b.

b. Montrer que P(x) = 2iQ(x?) ou Q(x) = Xp=o(=1)P @Z i }) x"P
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